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Superficies de Riemann

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao 2 (uma superficie) e
conexa.
M diz-se uma Superficie de Riemann se existe atlas complexo {(Ug, z4)}
de M, isto é:

® (Ua), € cobertura de M por abertos (de M) ;

® 7. : U, — C é homeomorfismo sobre um aberto de C ;

ema da Existéncia de Riemann

® as fungoes de transigao:

Onp = 70 025 1 1 25(Us NUg) — 24(Uq N Ug) sdo holomorfas.
(Quando Uy, NUg # 0 )

» As fungbes z, chamamos coordenadas locais.
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Exemplos Importantes

.(C7

® Dominios em C, como D = {z € C: |z| < 1} ou o Hiperplano
complexo superior: H = {z € C: Zm(z) > 0} ;

e Esfera de Riemann: C, := CU {oo} ~ &2, a compactificacio por um
ponto de C.
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Funcoes holomorfas e conformais

Dadas duas superficies de Riemann M e N, uma func¢do continua
f: M — N ¢ holomorfa se dadas quaisquer coordenadas locais ¢ e 1, a
funcdo ¢! o fo ) é funcio holomorfa (em C).

Uma funcédo continua f: M — N é biholomorfa / conforme se f for
bijetiva e holomorfa.

Dizemos que duas superficies de Riemann sdo isomorfas ou
conformemente / analiticamente equivalentes se existir mapa conforme
entre elas.
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Teorema da Uniformizacao de Riemann

Teorema ( )

Se M for superficie de Riemann simplesmente conexa, M é conformemente
equivalente a uma das trés seguintes superficies:

® Coo =CU{0};
.C’
e D={z2€C:|z| <1} 2H={z2€C:ZIm(z) >0} .

(As trés sao conformemente distintas.)
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Formas Diferenciaveis

Tal como em variedades diferenciaveis, a cada superficie de Riemann
podemos associar 1-formas (diferenciaveis) a M.

Uma 1-forma (diferenciavel) w na superficie de Riemann M é uma
associagao de duas fungoes continuas (complexas) f e g a cada coordenada
local z = x + iy de M tais que:

w="fdx + gdy

¢ invariante por mudancas de coordenadas.
Ou seja:
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Se 7 for outra coordenada local cujo dominio interseta o dominio de z e
w =1fdx + g dy entdo tem-se:

g(#(2))

(DIZER QUE A FORMA QUE DEFINIMOS UMA 1-FORMA w EM M
E SECCAO DO FIBRADO COTANGENTE, IE, ALGO QUE A CADA
PONTO ASSOCIA UMA FUNCAO LINEAR E COMO ESTAS 2
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Integracao de 1-formas em Superficies de Riemann

1-formas numa Superficies de Riemann M s6 podem ser integradas sobre
1-cadeias, ou seja, uma unido finita de caminhos diferenciaveis por

pedacos.
Para um caminho ~ : [0,1] — M contido numa tnica coordenada local

z = x + iy e uma l-forma w = f dx + g dy, temos que:

Guilherme Nascimento 10/28
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Derivada Exterior (complexa)

Dada uma 0-forma, isto é, uma funcio f de classe C' numa superficie de
Riemann M, definimos a Derivada Exterior d : AKM — ATIM de uma
funcao f como a 1-forma:

df == £y dx +1£; dy

Analogamente, para uma 1-forma w escrita como f dx + g dy :

dw:=d(fdx) + d(g dy) = (gx — fy) dx Ady

(FALAR DA NOTACAO f, e f)

(FALAR QUE u E HOLOMORFA SSE C-R SSE uz—g)
(MENCIONAR QUE d TAMBEM PODE SER DEFINIDO COMO f,
dz +f; dz)

(FAT.AR. DO TEOREM
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Operador de conjugacgao

Definimos, agora, o Operador de Conjugacao : *.
Para uma 1-forma w = f dx + g dy,
fwi= —g dx+fdy

Se w for expressa na forma u(z) dz + v(z) dz, entao:
® *w = —iu(z) dz+1iv(z) dz

(FALAR QUE A SUA BOA DEFINICAO VEM MESMO DA
ESTRUTRA COMPLEXA DAS SUPERFICIES de Riemann)

(FALAR DE FORMAS FECHADAS, EXATAS E AGORA CO-EXATA
E CO-FECHADA.)

Universidade do Porto M:M Seminario Guilherme Nascimento



Introducgdo Diferenciais de Riemann leorema da Existéncia de Riemann Funcgoes super-harménicas Fim
00000 00000@00 00000 0000000 o

Funcoes e Diferenciais Harmoénicas

Se f é uma funcio de classe C? numa superficie de Riemann M, definimos
o Laplaciano de f em coordenadas locais z = x + iy:

Af = (fix + fyy ) dx A dy

Propriedade Importante: Af = d*df .

Uma funcao f : M — C diz-se harmoénica se Af = 0.

(FALAR QUE f E HARMONICA SSE DERIVANDO EM ORDEM A z E
DEPOIS EM ORDEM A z DA 0 PK 9z 0 97 = 1/4(0yx + Oyy))
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Fungoes e Diferenciais Harmonicas |...]

w é 1-forma harmonica se, localmente, w = df com f fun¢do harmoénica.

Teorema (Classifica¢ao de diferenciais harmoénicos

® w diz-se 1-forma harmonica se e s6 se w é fechada e co-fechada ;

® w—=udz+ v dz é harmédnica se e s se u e v sdo holomorfas.
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Diferenciais holomorfos

Uma 1-forma w diz-se holomorfa se, localmente, w = df com f holomorfa.

Teorema (Classificacao de diferenciais holomorfos)

® w é holomorfa se e s6 se w é fechada e *w = —iw ;

® 1 dz + v dz é holomorfa se e s6 se u é holomorfa e v = 0.
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Func¢oes Meromorfas

® Fungoes meromorfas definidas em C:

f: C — C é meromorfa

)

f é holomorfa exceto num conjunto isolado de pontos £, cada um destes
sendo um pélo

)

f é da forma &/y, onde g e h sdo holomorfas e £ = {3eros de h}

i)

f ¢ uma funcdo holomorfa sobre C U {oo} e f~!({oo}) é um conjunto
isolado.
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(DIZER EXEMPLOS DE HOLOMORFAS E O NOEXEMPLO DE e%)
(FALAR AGORA DE FUNCOES MEROMORFAS NO

(DIZER O TEOREMA DE QUE NUMA S.R. COMPACTA, AS
HOLOMORFASS SAO CONSTANTES)

(MAS POR EXEMPLO, SERA QUE ENCONTRAMOS FUNCAO)

(E POR ISSO POMOS A SEGUINTE QUESTAO.... [PROXIMO SLIDE]

)
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Existéncia de Fung¢oes Meromorfas? E Harmoénicas?

Questao:

Dada uma superficie de Riemann M, sera que existem fung¢ées meromorfas
nao constantes definidas em M?

» Para responder a esta pergunta, inicialmente, vamos estudar a
existéncia de fun¢des mais simples, as harménicas !
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Funcoes Harmonicas e sua Existéncia

Teorema (Existéncia de Fungdes Harmoénicas)

M superficie de Riemann.
z coordenadas locais num ponto P tal que z(P) = 0.

Entéo: existe funcdo u : M — C tal que:

® u é harménica em M\{P} ;

® u—z " é harmoénica em qualquer vizinhanga suficientemente pequena,

de P.

Universidade do Porto M:M Seminario Guilherme Nascimento 19 /28
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Teorema da Existéncia de Riemann

Teorema (

Toda a superficie de Riemann possui uma fun¢do meromorfa nao
constante.

(FALAR OS COROLARIOS DE QUE QQ S.R. E METRIZAVEL, ALEM
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Funcoes Super-Harmoénicas

Nota: A partir de agora, suporemos que todas as fun¢des apenas tomam
valores em R !

Seja M uma superficie de Riemann.

Uma fung¢ado u: M — R diz-se super — harménica se:

Dado qualquer dominio D C M, V h funcdo harmoénica em D:

u=hem Douu>hemD.
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Superficies Elipticas, Parabdlicas e Hiperbolicas

Dada uma superficie de Riemann simplesmente conexa, M,

podemos

categoriza-la de acordo com a sua compacidade e a existéncia ou nao de

um certo tipo de fungbes super-harménicas:

Eliptica: M é compacta;

Parabdlica: M nao é compacta e M nao possui uma funcao
super-harménica positiva e nao constante;

| .

Hiperbdlica: (M nao é compacta e¢) M possui uma fungao
super-harménica positiva e ndo constante.

Universidade do Porto M:M
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Fungoes de Green

Seja M superficie de Riemann, P € M.

Uma fungdo g é uma Fungao de Green em M (com singularidade P) se:

1. g é harménica em M\{P} ;
2. g > 0em M\{P} ;

3. Dada coordenada local z tal que z(P) = 0, entdo g(z) + log|z| é
harmoénica numa vizinhanca de P ;

4. Se g é outra fungdo a satisfazer (1. — 3.) , entdo § > g.

» O ponto 4. implica que uma funcdo de Green, se existir, é tnica !
» Notacao: g(P, Q) representa a fungdo de Green em M, com
singularidade P, avaliada em Q !
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IV.4.4. - Hiperbdlicas
1V.4.5. - Compactas e Parabdlicas
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Existéncia de Funcoes de Green

Teorema (Teorema das Fungoes de Breen)

M superficie de Riemann.

M é hiperbdlica se e s6 se M possui alguma funcao de Green.
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Caraterizacao de Superficies Hiperbolicas

Se M é Superficie de Riemann com H;(M) = {0}, hiperbélica entéo:
M~D
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Caraterizacao de Superficies Elipticas e Parabdlicas

Se M é Superficie de Riemann com H; (M) = {0}, eliptica (resp.
parabdlica) entao:

M ~ Cy (resp. C)
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